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Ââåäåíèå

Ïðîñòðàíñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð � êëàññè÷åñêèé îáúåêò, èçó÷àåìûé ñ ðàçëè÷íûõ

òî÷åê çðåíèÿ â òåîðèè ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òîïîëîãèè,

òåîðèè êàòåãîðèé. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ÷àñòüþ áîëüøîé ðàáîòû (ðåçóëüòàòû

êîòîðîé àíîíñèðîâàíû â [1]), ïîñâÿùåííîé èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâ âåðîÿòíîñòíûõ τ -ãëàäêèõ è

âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð. Íàøè èíòåðåñû çàòðàãèâàþò, â îñíîâíîì, òîïîëîãè÷åñ-

êèå è êàòåãîðíûå àñïåêòû òåîðèè ìåðû è íàèáîëåå ñîçâó÷íû îáçîðó [2], ãäå èçó÷àåòñÿ

ôóíêòîð P : Comp → Comp ïðîñòðàíñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â êàòåãîðèè êîìïàêòîâ

(ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííóþ òåðìèíîëîãèþ, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ñëîâîì �êîìïàêò�

êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî).

Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ïðîñòðàíñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðîáëå-

ìà ïðîäîëæåíèÿ ôóíêòîðà P ñ êàòåãîðèè êîìïàêòîâ íà áîëåå øèðîêèå êàòåãîðèè, â

÷àñòíîñòè, íà êàòåãîðèþ T ych òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.
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Îäíî èç òàêèõ ïðîäîëæåíèé Pβ ïðåäëîæèë À.×. ×èãîãèäçå [3]: Äëÿ òèõîíîâñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Pβ(X) = {µ ∈ P (βX) | supp(µ) ⊂ X ⊂ β X}, ãäå
β X � ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ X, à supp(µ) � íîñèòåëü ìåðû µ. Êîíñòðóêöèÿ

Pβ(X) ïîðîæäàåò ôóíêòîð Pβ : T ych → T ych, ïðîäîëæàþùèé ôóíêòîð P : Comp →
Comp. Äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàññìîòðåíà â [2] Â.Â. Ôåäîð÷óêîì, êîòîðûé îòìåòèë, ÷òî

ôóíêòîð P ◦ β : T ych→ Comp, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå òèõîíîâñêîìó ïðîñòðàíñòâó X

ïðîñòðàíñòâî P (βX) òîæå ïðîäîëæàåò ôóíêòîð P : Comp→ Comp.
Ôóíêòîðû Pβ è P◦β, îäíàêî, îáëàäàþò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî

Pβ(X) ñëèøêîì óçêî è íå ñîäåðæèò ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð íà

X (ìåð, íîñèòåëü êîòîðûõ íåêîìïàêòåí), à ïðîñòðàíñòâî P (βX), íàïðîòèâ, ñëèøêîì

øèðîêî, ñîäåðæèò âñå êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû íà X, è â ðåçóëüòàòå, ôóíêòîð P ◦
β íå ñîõðàíÿåò ìíîãèõ ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà X, â ÷àñòíîñòè, ñèëüíî

ïîäíèìàåò âåñ (õîòÿ è íå ïîäíèìàåò ïëîòíîñòè).

Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî ðàñìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà ìåð, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó

ïðîñòðàíñòâàìè Pβ(X) è P (βX).

Ñ ýòîé öåëüþ, äëÿ òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà ïðî-

ñòðàíñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð:

P̂ (X) = {µ ∈ P (βX) | µ∗(X) = 1} è Pτ (X) = {µ ∈ P (βX) | µ∗(X) = 1},

ãäå µ∗(X) = sup{µ(B) | X ⊃ B � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî βX} è µ∗(X) = inf{µ(B) |
X ⊂ B � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî βX} � ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ µ-ìåðû

ìíîæåñòâà X â βX. (Â äàíü èñòîðè÷åñêîé òðàäèöèè, ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ P̂ (X)

è Pτ (X), à íå P∗(X) è P ∗(X), êîòîðûå, êàçàëîñü-áû, áîëåå åñòåñòâåííû). Î÷åâèäíî,

÷òî Pβ(X) ⊂ P̂ (X) ⊂ Pτ (X) ⊂ P (βX) äëÿ êàæäîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, è

Pβ(X) = P̂ (X) = Pτ (X) = P (βX), åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî.

Ìåðû, ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâàì P̂ (X) è Pτ (X), äîïóñêàþò ýêâèâàëåíòíûå

îïèñàíèÿ êàê â òåðìèíàõ ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâå X, òàê è â òåðìèíàõ

ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Cb(X) îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íàX. Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè, íàïîìíèì

íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ êîíå÷íàÿ ìåðà µ, îïðåäåëåííàÿ íà σ-àëãåáðå B(X) áîðåëåâñêèõ

ïîäìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, íàçûâàåòñÿ

(i) âåðîÿòíîñòíîé, åñëè µ(X) = 1;

(ii) ðåãóëÿðíîé, åñëè µ(A) = sup{µ(Z) | A ⊃ Z � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X} äëÿ
êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X;

(iii) ðàäîíîâñêîé, åñëè µ(A) = sup{µ(K) | A ⊃ K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X} äëÿ
êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X (â [4] ðàäîíîâñêèå ìàðû íàçûâàþòñÿ

ïëîòíûìè ìåðàìè);
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(iv) τ -ãëàäêîé, åñëè äëÿ ëþáîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé íàïðâëåííîñòè {Zα} çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ X ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì

⋂
α Zα, ÷èñëîâàÿ íàïðàâëåííîñòü {µ(Za)}

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ñì. [4]).

Äàëåå ïîä ìåðîé íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñ÷åòíî-

àääèòèâíóþ áîðåëåâñêóþ ìåðó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ ðàäîíîâñêàÿ ìåðà íà õàóñäîð-

ôîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåãóëÿðíàÿ è τ -ãëàäêàÿ. Áîëåå òîãî, ðåãóëÿðíàÿ ìåðà µ íà õàóñäîð-

ôîâîì ïðîñòðàíñòâå X ÿâëÿåòñÿ ðàäîíîâñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

µ(X) = sup{µ(K) | K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X}.

Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîé ìåðû µ ∈ Pτ (X) îïðåäåëèì ìåðó

µ̃ íà X ôîðìóëîé µ̃(A) = µ∗(A) = inf{µ(B) | A ⊂ B � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî βX},
ãäå A � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî X. Èçâåñòíî [5], ëèáî [2, 1.11] (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå

1.2), ÷òî, îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ìåðà µ̃ íà X ÿâëÿåòñÿ τ -ãëàäêîé. Îáðàòíî,

êàæäàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ τ -ãëàäêàÿ ìåðà µ̃ íà X îïðåäåëÿåò ìåðó µ ∈ Pτ (X), ïîñðåäñòâîì

ôîðìóëû µ(A) = µ̃(A ∩X), ãäå A ∈ B(βX). Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè, ðàäîíîâñêèå ìåðû

è òîëüêî îíè ïåðåõîäÿò â ìåðû íà βX, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó P̂ (X). Ïîýòîìó

ìåðû èç ìíîæåñòâà P̂ (X) ìû áóäåì íàçûâàòü ðàäîíîâñêèìè, à èç ìíîæåñòâà Pτ (X) �

τ -ãëàäêèìè.

×åðåç Cb(X) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ íà

X âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, íàäåëåííîå íîðìîé ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ X}, f ∈ Cb(X). Íå

âäàâàÿñü â îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà, çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ìåðà

µ íà X îäíîçíà÷íî çàäàåò èíòåãðàë
∫

µ
� íåîòðèöàòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà

Cb(X) ñ åäèíè÷íîé íîðìîé (çíà÷åíèå èíòåãðàëà
∫

µ
íà ôóíêöèè f ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç
∫

µ
f , ëèáî ïðîñòî ÷åðåç µ(f) ). Ïðè ýòîì (ñì. [4])

(i) ìåðà µ � τ -ïëîòíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ(fα) → 0 äëÿ âñÿêîé ìîíîòîííî

óáûâàþùåé íàïðàâëåííîñòè {fα} ⊂ Cb(X), ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ;

(ii) ìåðà µ � ðàäîíîâñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ(fα)→ 0 äëÿ ëþáîé íàïðàâëåí-

íîñòè {fα} ⊂ Cb(X) ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ è ñîñòîÿùåé

èç ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â ñîâîêóïíîñòè.

Àíàëîãè÷íî, ìåðà µ ∈ P (βX) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Pτ (X) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà µ(fα) → 0 äëÿ âñÿêîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé íàïðàâëåííîñòè {fα} ⊂ C(βX),

ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå X ⊂ βX.

Ïîêàæåì, ÷òî êîíñòðóêöèè ïðîñòðàíñòâ Pτ (X) è P̂ (X) ôóíêòîðèàëüíû â êàòåãîðèè

T ych. Ïîñêîëüêó P̂ (X) ⊂ Pτ (X) ⊂ P (βX) äëÿ êàæäîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è

P ◦β : T ych→ Comp � ôóíêòîð íà êàòåãîðèè T ych òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ [2], òî äëÿ
ïðîâåðêè ôóíêòîðèàëüíîñòè êîíñòðóêöèé P̂ è Pτ , äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ P (βf)(Pτ (X)) ⊂ Pτ (Y )

è P (βf)(P̂ (X)) ⊂ P̂ (Y ), ãäå βf : βX → βY � ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ

îòîáðàæåíèÿ f (ñì. [6, 3.66]). Åñëè µ ∈ Pτ (X), òî µ∗(X) = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, µ(B) = 1
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äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B, X ⊂ B ⊂ βX. Òîãäà äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî

ìíîæåñòâà B′, Y ⊂ B′ ⊂ βY , P (βf)(µ)(B′) = µ((βf)−1(B′)) = 1, èáî (βf)−1(B′) �

áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî βX, ñîäåðæàùåå X. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P (βf)(µ) ∈ Pτ (Y ),

ò.å. P (βf)(Pτ (X)) ⊂ Pτ (Y ).

Åñëè µ ∈ P̂ (X), òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ X,

÷òî µ(K) > 1 − ε. Òîãäà f(K) ⊂ Y � êîìïàêò â Y òàêîé, ÷òî P (βf)(µ)(f(K)) =

µ((βf)−1(f(K))) ≥ µ(K) > 1−ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà P (βf)(µ) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

P̂ (Y ), ò.å. P (βf)(P̂ (X)) ⊂ P̂ (Y ). Ïîëîæèì Pτ (f) = P (βf)|Pτ (X) : Pτ (X) → Pτ (Y ) è

P̂ (f) = P (βf)|P̂ (X) : P̂ (X)→ P̂ (Y ). Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 0.1. Êîíñòðóêöèè Pτ è P̂ ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè ôóíêòîðàìè â êàòåãîðèè

T ych òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, ïðîäîëæàþùèìè

ôóíêòîð P : Comp→ Comp.

Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîãëè îïðåäåëèòü ôóíêòîðû Pτ : T ych→ T ych è P̂ : T ych→ T ych
âíóòðåííèì îáðàçîì, áåç ïðèâëå÷åíèÿ ñòîóí-÷åõîâñêèõ êîìïàêòèôèêàöèé. Èìåííî, äëÿ

òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâàX ïðîñòðàíñòâî Pτ (X) ñîñòîèò èç âåðîÿòíîñòíûõ ðåãóëÿðíûõ

τ -ãëàäêèõ ìåð íà X, à òîïîëîãèÿ íà Pτ (X) ïîðîæäàåòñÿ ïðåäáàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç

ìíîæåñòâ âèäà {µ ∈ Pτ (X) : |µ(ϕ) − µ0(ϕ)| < 1}, ãäå µ0 ∈ Pτ (X) è ϕ ∈ Cb(X). Åñëè

f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òî îòîáðàæåíèå

Pτ (f) : Pτ (X)→ Pτ (Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Pτ (f)(µ)(A) = µ(f−1(A)), ãäå µ ∈ Pτ (X)

è A � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî Y . Òîãäà P̂ (X) � ïîäïðîñòðàíñòâî Pτ (X), ñîñòîÿùåå èç

âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð, à P̂ (f) � îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Pτ (f) íà ìíîæåñòâî

P̂ (X). Èñïîëüçóÿ îáõîäíîé ïóòü (÷åðåç ñòîóí-÷åõîâñêèå êîìïàêòèôèêàöèè) ìû èçáàâè-

ëèñü îò íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì êîíñòðóêöèè

Pτ è P̂ äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò ôóíêòîðû â êàòåãîðèè T ych.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðÿäà

ïðîñòðàíñòâ, íàïðèìåð äëÿ ïðîñòðàíñòâX, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè

â ñâîåé ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè, êàæäàÿ τ -ãëàäêàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ ðàäîíîâñêîé.

Â ýòîì ñëó÷àå, ïðîñòðàíñòâà Pτ (X) è P̂ (X) ñîâïàäàþò. Áîëåå îáùî, ýòî èìååò ìåñòî äëÿ

òàê íàçûâàåìûõ óíèâåðñàëüíî èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ, òî åñòü ïðîñòðàíñòâX, êîòîðûå

èçìåðèìû â íåêîòîðîé êîìïàêòèôèêàöèè γX îòíîñèòåëüíî ëþáîé ìåðû µ ∈ P (γX).

Êðîìå àáñîëþòíûõ áîðåëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, àáñîëþòíî èçìåðèìûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðè-

ìåð, àíàëèòè÷åñêèå è êîàíàëèòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà [7, 2.2.12].

1 Êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðà Pτ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðà Pτ , à òàêæå íåêîòîðûå

îáùåòîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Pτ (X).

Íà÷íåì ìû ñî ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî çàìå÷àíèÿ.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè µ ∈ Pτ (X), òîãäà µ(A) =

µ(B) äëÿ ëþáûõ äâóõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ βX òàêèõ, ÷òî A∩X = B∩X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A,B ⊂ βX � òàêèå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà, ÷òî A∩X = B∩X.

Òîãäà |µ(A) − µ(B)| = |µ(A ∩ B) + µ(A \ B) − µ(A ∩ B) − µ(B \ A)| = |µ(A \ B) −
µ(B \ A)| ≤ µ(A \ B) + µ(B \ A) = µ((A \ B) ∪ (B \ A)). Ïîñêîëüêó A ∩X = B ∩X, òî

A4B = (A\B)∪(B\A) ⊂ βX\X. Åñëè µ ∈ Pτ (X), òîãäà µ∗(βX\X) = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

µ(A4B) = µ∗(A4B) ≤ µ∗(βX \ X) = 0, à çíà÷èò, |µ(A) − µ(B)| ≤ µ(A4B) = 0, ò.å.

µ(A) = µ(B). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.2. Èç ëåììû 1.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò, î êîòîðîì óæå óïîìèíàëîñü

âî ââåäåíèè: êàæäàÿ ìåðà µ ∈ Pτ (X) ïîðîæäàåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ̃ íà X, ïîñðåä-

ñòâîì ôîðìóëû µ̃(A) = µ(B), ãäå B � ëþáîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî βX òàêîå,

÷òî B ∩ X = A, à A � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî X. Ïðè ýòîì, ìåðà µ̃ ÿâëÿåòñÿ

τ -ãëàäêîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé íàïðàâëåííîñòè {Zα}
íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ X, ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, íàïðàâëåííîñòü {Z̄α} èõ

çàìûêàíèé â βX òàêæå ìîíîòîííî óáûâàåò. Äàëåå, ïîñêîëüêó {Z̄α} � öåíòðèðîâàííîå

ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòà βX, òî îíî èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå

Z =
⋂

α Z̄α [6, 3.1.1]. Ïîñêîëüêó Z ∩ X = (∩αZ̄α) ∩ X = ∩α(Z̄α ∩ X) = ∩αZα = ∅, òî

Z ⊂ βX \X. Âñïîìèíàÿ, ÷òî µ ∈ Pτ (X), ïîëó÷àåì µ(Z) = 0. Èç ðåãóëÿðíîñòè ìåðû µ

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U , Z ⊂ U ⊂ βX,

÷òî µ(U) < ε. Èç [6, 3.1.5] âûòåêàåò, ÷òî ïîñêîëüêó ∩αZ̄α = Z ⊂ U , òî Zα0 ⊂ U äëÿ

íåêîòîðîãî α0. Ñëåäîâàòåëüíî, µ(Z̄α0) ≤ µ(U) < ε, à çíà÷èò, µ̃(Zα0) = µ(Z̄α0) < ε.

Ïîñêîëüêó íàïðàâëåííîñòü {Zα} ìîíîòîííî óáûâàåò, òî µ̃(Zβ) ≤ µ̃(Zα0) < ε äëÿ âñåõ

β ≥ α0. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëîâàÿ íàïðàâëåííîñòü {µ̃(Zα)} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å.

ìåðà µ̃ íà X � τ -ãëàäêàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ

ñîâåðøåííûì, åñëè îíî çàìêíóòî è ïðîîáðàç f−1(y) êàæäîé òî÷êè y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòîì.

Òåîðåìà 1.3. Ôóíêòîð Pτ : T ych→ T ych ñîõðàíÿåò êëàññ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òîãäà ïðîäîëæåíèå βf : βX → βY îòîáðàæåíèÿ f (êîòîðîå ìû äàëåå áóäåì íàçûâàòü

ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèåé îòîáðàæåíèÿ f) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

βf(βX \ X) ⊂ βY \ Y [6, 3.7.15]. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå P (βf) : P (βX) → P (βY ).

Ìû äîêàæåì, ÷òî P (βf)(P (βX) \ Pτ (X)) ⊂ P (βY ) \ Pτ (Y ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü µ ∈
P (βX) \Pτ (X), ò.å. µ∗(X) < 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ βX \X,

÷òî µ(K) > 0. Òîãäà βf(K) ⊂ βY \ Y � òàêîé êîìïàêò, ÷òî P (βf)(µ)(βf(K)) =

µ((βf)−1(βf(K))) ≥ µ(K) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, P (βf)(µ)∗(Y ) < 1, ò.å. P (βf)(µ) /∈ Pτ (Y ).

Òàêèì îáðàçîì, P (βf)(P (βX) \ Pτ (X)) ⊂ P (βY ) \ Pτ (Y ). Ïîñêîëüêó P (βf) : P (βX)→
P (βY ) � îòîáðàæåíèå êîìïàêòîâ, òî èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

Pτ (f) = P (βf)|Pτ (X) : Pτ (X)→ Pτ (Y ) � ñîâåðøåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.4. Ôóíêòîð Pτ : T ych→ T ych ñîõðàíÿåò êëàññ âëîæåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ

è βf : βX → βY � ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèÿ f . Ëåãêî âèäåòü,

÷òî βf(βX \X) ⊂ βY \ f(X). Ïîëîæèì A = {µ ∈ P (βY ) | µ∗(f(X)) = 1}. Àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî P (βf)(P (βX) \ Pτ (X)) ⊂ P (βY ) \A.
ßñíî, ÷òî P (βf)(Pτ (X)) ⊂ A. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Pτ (f) = P (βf)|Pτ (X) :

Pτ (X)→ A � ñîáñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî òàêæå èíúåêòèâíî, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü,

÷òî Pτ (f) : Pτ (X)→ Pτ (Y ) � âëîæåíèå.

Ïóñòü µ, η ∈ Pτ (X) � äâå ðàçëè÷íûå ìåðû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî Z ⊂ βX, ÷òî µ(Z) 6= η(Z). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî Pτ (f)(µ)(βf(Z)) 6= Pτ (f)(η)(βf(Z)),

îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåðû Pτ (f)(µ), Pτ (f)(η) ∈ Pτ (Y ) ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî,

ïîëîæèâ Z ′ = (βf)−1(βf(Z)), îòìåòèì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, Pτ (f)(µ)(βf(Z)) = µ(Z ′)

è Pτ (f)(η)(βf(Z)) = η(Z ′). Ïîñêîëüêó f � âëîæåíèå, òî Z ′∩X = Z ∩X. Òîãäà, ñîãëàñíî

ëåììå 1.1, Pτ (f)(µ)(βf(Z)) = µ(Z ′) = µ(Z) 6= η(Z) = η(Z ′) = Pτ (f)(η)(βf(Z)), ò.å. ìåðû

Pτ (f)(µ), Pτ (f)(η) ∈ Pτ (Y ) ðàçëè÷íû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 1.3, 1.4 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.5. Ôóíêòîð Pτ : T ych→ T ych ñîõðàíÿåò êëàññ çàìêíóòûõ âëîæåíèé.

Ïîñêîëüêó ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò âëîæåíèÿ, òî äëÿ ïàðû X ⊂ Y òèõîíîâñêèõ

ïðîñòðàíñòâ ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî Pτ (X) ñ ïîäìíîæåñòâîì {µ ∈ Pτ (Y ) |
µ∗(X) = 1} â Pτ (Y ). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îòîæäåñòâëåíèè, ìíîæåñòâî P̂ (X) ⊂
Pτ (X), ñîñòîÿùåå èç âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð íà X ïåðåõîäèò â ïîäìíîæåñòâî

{µ ∈ Pτ (Y ) | µ∗(X) = 1} ⊂ Pτ (Y ). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî

êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâà Pτ (X) ôàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò êîìïàêòèôèêàöèè X, ò.å.

äëÿ ëþáîé êîìïàêòèôèêàöèè γX ïðîñòðàíñòâà X ïðîñòðàíñòâî {µ ∈ P (γX) | µ∗(X) =

1} åñòåñòâåííî ãîìåîìîðôíî Pτ (X). Êàê ìû óâèäèì â �2, ïðè ýòîì ãîìåîìîðôèçìå,

ìíîæåñòâî {µ ∈ P (γX) | µ∗(X) = 1} ïåðåâîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâî P̂ (X) âåðîÿòíîñòíûõ

ðàäîíîâñêèõ ìåð íà X.

Íàïîìíèì, ÷òî íîñèòåëåì ìåðû µ ∈ P (X) íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî supp(µ) = ∩{F | F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X òàêîå, ÷òî µ(F ) = 1}.
Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå µ(supp(µ)) = 1, ò.å. íîñèòåëü ìåðû µ � ýòî íàèìåíüøåå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî åäèíè÷íîé µ-ìåðû. Åñëè X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïîä

íîñèòåëåì âåðîÿòíîñòíîé τ -ãëàäêîé ìåðû µ ∈ Pτ (X) íà X ìû èíîãäà áóäåì ïîäðàçóìå-

âàòü òàêæå ìíîæåñòâî supp(µ) ∩X.

Àâòîðó íå èçâåñòíî, ñîõðàíÿåò ëè ôóíêòîð Pτ èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ. ×òî êàñà-

åòñÿ îòîáðàæåíèé ñþðúåêòèâíûõ, òî ôóíêòîð Pτ èõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿåò.

Ýòî âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà: ïóñòü f : D → [0, 1] � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà D íà îòðåçîê [0, 1]. Òîãäà ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]

íå èìååò ïðîîáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè Pτ (f) : Pτ (D)→ P [0, 1]. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

ìíîæåñòâî D, ÿâëÿÿñü îòêðûòûì â ñâîåé ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè, èçìåðèìî

îòíîñèòåëüíî ëþáîé ìåðû µ ∈ P (βD). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ τ -ãëàäêàÿ ìåðà íà D
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ÿâëÿåòñÿ ðàäîíîâñêîé, è, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî D äèñêðåòíî, àòîìàðíîé (îá àòîìàð-

íûõ ìåðàõ ñì. [8, �2]). Íî îáðàç àòîìàðíîé ìåðû ïðè îòîáðàæåíèè Pτ (f) � ìåðà àòîìàð-

íàÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàâíà ìåðå Ëåáåãà íà [0, 1].

Âìåñòå ñ òåì, ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò îäíî ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé, èç êîòîðîãî, â

êîìïàêòíîì ñëó÷àå, âûòåêàåò ñþðúåêòèâíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî îáðàç f(X) âñþäó

ïëîòåí â Y . Òîãäà îáðàç Pτ (f)(Pτ (X)) âñþäó ïëîòåí â Pτ (Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàç Pτ (f)(Pτ (X)) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî

Pω(f(X)) = {µ ∈ Y : | supp(µ)| < ∞ è supp(µ) ⊂ f(X)}, êîòîðîå âñþäó ïëîòíî â

P (βY ) ⊃ Pτ (Y ).

Òåîðåìà 1.7. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû, ò.å. äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f :

X → Y òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Y Pτ (f)−1(Pτ (A)) =

Pτ (f
−1(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå Pτ (f
−1(A)) ⊂ Pτ (f)−1(Pτ (A)) òðèâèàëüíî. Ïîêàæåì, ÷òî

Pτ (f)−1(Pτ (A)) ⊂ Pτ (f
−1(A)). Ýòî áóäåò ñëåäîâàòü èç âëîæåíèÿ

Pτ (f)(Pτ (X) \ Pτ (f
−1(A))) ⊂ Pτ (Y ) \ Pτ (A).

Ïóñòü µ ∈ Pτ (X) \ Pτ (f
−1(A)), ò.å. µ∗(f−1(A)) < 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

êîìïàêò K ⊂ X \ f−1(A)), ÷òî µ(K) > 0. Òîãäà f(K) � êîìïàêò â Y \ A òàêîé, ÷òî

Pτ (f)(µ)(f(K)) = µ(f−1(f(K))) ≥ µ(K) > 0, ò.å. Pτ (f)(µ)(A) < 1, è, êàê ñëåäñòâèå,

Pτ (f)(µ) /∈ Pτ (A). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîõðàíÿþùèé âëîæåíèÿ ôóíêòîð F : T ych→ T ych ñîõðàíÿåò (çàìêíó-
òûå) ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è ñåìåéñòâà {Xα}α∈A

åãî (çàìêíóòûõ) ïîäìíîæåñòâ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F (
⋂

α∈AXα) =
⋂

α∈A F Xα.

Çàìå÷àíèå 1.8. Â îòëè÷èå îò ôóíêòîðà P̂ , êîòîðûé ñîõðàíÿåò ñ÷åòíûå ïåðåñå÷åíèÿ

(ñì. òåîðåìó 2.15), ôóíêòîð Pτ íå ñîõðàíÿåò äàæå êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé. Ýòî âèäíî èç

ñëåäóþùåãî ïðèìåðà: ïóñòü X ⊂ [0, 1] � ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà ñ λ∗(X) = 1 è λ∗(X) = 0,

ãäå λ � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]. Òîãäà λ∗([0, 1] \ X) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ ∈ Pτ (X) ∩ Pτ ([0, 1] \X). Îäíàêî, Pτ (X ∩ ([0, 1] \X)) = Pτ (∅) = ∅.

Âìåñòå ñ òåì, ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî è A,B ⊂ X � äâà åãî

ïîäìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ áîðåëåâñêîå. Òîãäà Pτ (A ∩B) = Pτ (A) ∩ Pτ (B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî B ⊂ X � áîðåëåâ-

ñêîå. Ïóñòü B̃ ⊂ βX � òàêîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî βX, ÷òî B̃ ∩X = B. Î÷åâèäíî,

÷òî Pτ (A ∩ B) ⊂ Pτ (A) ∩ Pτ (B) ⊂ Pτ (A) ∩ Pτ (B̃). Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è

îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Çàôèêñèðóåì ìåðó µ ∈ Pτ (A)∩Pτ (B̃) è îòìåòèì, ÷òî A∩B = A∩B̃.
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×òîáû äîêàçàòü, ÷òî µ ∈ Pτ (A ∩ B) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî µ∗(A ∩ B̃) = 1. Ïóñòü

K ⊂ βX � ëþáîé êîìïàêò òàêîé, ÷òî K ⊂ βX \ (A ∩ B̃) = (βX \ A) ∪ (βX \ B̃).

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî µ(K) = 0. Ïðåäñòàâèì êîìïàêò K â âèäå îáúåäèíåíèÿ

K = K1 ∪ K2 äâóõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ K1 = K \ B̃ è K2 = K ∩ B̃. Ïîñêîëüêó
µ ∈ Pτ (B̃), òî µ(K1) = 0. Äàëåå, îòìåòèì, ÷òî K2 ⊂ βX \A. Ïîñêîëüêó µ ∈ Pτ (A) è K2 �

áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî K2∩A = ∅, òî µ(K2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, µ(K) =

µ(K1)+µ(K2) = 0. Òàêèì îáðàçîì, µ ∈ Pτ (A∩B), è çíà÷èò, Pτ (A∩B) = Pτ (A)∩Pτ (B).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 1.10. Ôóíêòîð Pτ : T ych→ T ych ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ ïîäìíî-

æåñòâ, ò.å. äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ

Xα, α ∈ A, Pτ (
⋂

α∈AXα) =
⋂

α∈A Pτ (Xα).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå Pτ (
⋂

α∈AXα) ⊂
⋂

α∈A Pτ (Xα) î÷åâèäíî. Ïóñòü

µ ∈
⋂

α∈A Pτ (Xα). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî µ ∈ Pτ (∩α∈AXα), íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

µ∗(∩α∈AXα) = 1, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂
βX,

⋂
α∈AXα ⊂ B, âûïîëíÿåòñÿ µ(B) = 1. Ïóñòü X̄α � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Xα â βX.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Xα çàìêíóòî â X, òî X̄α ∩ X = Xα. Ïîñêîëüêó µ ∈ Pτ (Xα) äëÿ

êàæäîãî α, òî µ(X̄α) = µ∗(X̄α) = 1. Êàê ñëåäñòâèå, supp(µ) ⊂
⋂

α∈A X̄α. Ïîñêîëüêó

µ(supp(µ)) = 1, òî µ(∩α∈AX̄α) = 1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
⋂

α∈A X̄α ⊂ βX � çàìêíóòî è(
∩α∈AX̄α

)
∩X =

⋂
α∈A(X̄α ∩X) =

⋂
α∈AXα, òî äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B,⋂

α∈AXα ⊂ B ⊂ βX, ñîãëàñíî ëåììå 1.1, µ(B) ≥ µ(∩α∈AX̄α) = 1. Îòñþäà, µ∗(∩α∈AXα) =

1, ò.å. µ ∈ Pτ (∩α∈AXα). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè ôóíêòîðà Pτ . Ïóñòü A � íàïðàâëåííîå

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (íàïðàâëåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A
ñóùåñòâóåò òàêîå γ ∈ A, ÷òî γ ≥ α è γ ≥ β ).

Ïóñòü {Xα, p
β
α} � îáðàòíûé ñïåêòð, èíäåêñèðîâàííûé ìíîæåñòâîì A è ñîñòîÿùèé èç

òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. ×åðåç lim←−Xα ìû îáîçíà÷àåì ïðåäåë ýòîãî ñïåêòðà, à ÷åðåç

pα : lim←−Xα → Xα, α ∈ A, � ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè. Îáðàòíûé ñïåêòð {Xα, p
β
α} ïîðîæäàåò

îáðàòíûé ñïåêòð {Pτ (Xα), Pτ (p
β
α)}, ïðåäåë êîòîðîãî ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç lim←−Pτ (Xα), à

ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè ÷åðåç prα : lim←−Pτ (Xα) → Pτ (Xα). Îòîáðàæåíèå

Pτ (pα) : Pτ (lim←−Xα)→ Pτ (Xα) ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå R : Pτ (lim←−Xα)→ lim←−Pτ (Xα).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè âñåXα êîìïàêòíû, òîãäà îòîáðàæåíèåR � ãîìåîìîðôèçì.

Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêòîðà P â êàòåãîðèè êîìïàêòîâ [9, VII.3.11].

Òåîðåìà 1.11. Îòîáðàæåíèå R : Pτ (lim←−Xα)→ lim←−Pτ (Xα) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Åñëè

ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè pα : lim←−Xα → Xα � ïëîòíû (ò.å. pα(lim←−Xα) âñþäó ïëîòíî â Xα),

òîãäà îáðàç R(Pτ (lim←−Xα)) âñþäó ïëîòåí â lim←−Pτ (Xα).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòîóí-÷åõîâñêóþ êîìïàêòèôèêàöèþ {βXα, β(pβ
α)} ñïåêòðà

{Xα, p
β
α} è îòìåòèì, ÷òî lim←−Xα âêëàäûâàåòñÿ â lim←− βXα. Ïðè÷åì, åñëè ïðåäåëüíûå

ïðîåêöèè pα : lim←−Xα → Xα ïëîòíû, òî îáðàç ïðîñòðàíñòâà lim←−Xα âñþäó ïëîòåí â

lim←− βXα. Ïî íåïðåðûâíîñòè ôóíêòîðà P : Comp→ Comp, ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå
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R̄ : P (lim←− βXα) → lim←−P (βXα) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî

ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò âëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèåR : Pτ (lim←−Xα)→ lim←−Pτ (Xα)

âêëàäûâàåòñÿ â ãîìåîìîðôèçì R̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Áîëåå òîãî,

ïîñêîëüêó ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò îòîáðàæåíèÿ ñ âñþäó ïëîòíûì îáðàçîì, òî, åñëè

ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè pα ïëîòíû, òî îáðàç ïðîñòðàíñòâà Pτ (lim←−Xα) ïðè âëîæåíèè R

âñþäó ïëîòåí â lim←−Pτ (Xα). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ãîìîòîïèé, êîòîðîå, â êîìïàêòíîì

ñëó÷àå, òåñíî ñâÿçàíî ñ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêòîðîâ [10].

Äëÿ òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ïîëîæèì jXY : Pτ (X) × Y → Pτ (X × Y ) �

îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé jXY (µ, y) = Pτ (iy)(µ), µ ∈ Pτ (X), y ∈ Y , ãäå

iy : X → X × Y � âëîæåíèå X â ïðîèçâåäåíèå X × Y â êà÷åñòâå ñëîÿ: iy(x) = (x, y),

x ∈ X.

Ïðåäëîæåíèå 1.12. Îòîáðàæåíèå jXY : Pτ (X)×Y → Pτ (X×Y ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

âëîæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X, Y � òèõîíîâñêèå ïðîñòðàíñòâà è βX è βY � èõ ñòîóí-

÷åõîâñêèå êîìïàêòèôèêàöèè. Ñîãëàñíî [9, VII.5.11 è VII.5.18], îòîáðàæåíèå jβX,βY :

P (βX)×βY → P (β×βY ) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì êîìïàêòîâ. Òåïåðü ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò

èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà jβX,βY (Pτ (X)× Y ) = jβX,βY (P (βX)× βY ) ∩ Pτ (X × Y ).

Ñëåäñòâèå 1.13. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò ãîìîòîïèè, ò.å. äëÿ ëþáîé ãîìîòîïèè Ht :

X → Y ãîìîòîïèÿ Pτ (Ht) : Pτ (X) → Pτ (Y ) íåïðåðûâíà êàê îòîáðàæåíèå Pτ (H(·)) :

Pτ (X)× [0, 1]→ Pτ (Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H : X × [0, 1] → Y � ãîìîòîïèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå Pτ (H(·)) :

Pτ (X)×[0, 1]→ Pτ (Y ) � íåïðåðûâíî, êàê êîìïîçèöèÿ Pτ (H(·)) = Pτ (H)◦jX,[0,1] íåïðåðûâ-

íûõ îòîáðàæåíèé jX,[0,1] : Pτ (X) × [0, 1] → Pτ (X × [0, 1]) è Pτ (H) : Pτ (X × [0, 1]) →
Pτ (Y ).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêòîðîâ. Ïóñòü Fi : C → C ′,
i = 1, 2 � äâà êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè C = (O,M) â êàòåãîðèþ C ′ =

(O′,M′). Ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ Φ = {ϕX : F1(X) → F2(X), X ∈ O} ⊂ M′ íàçûâàåòñÿ

åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêòîðà F1 â ôóíêòîð F2, åñëè äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà

f : X → Y êàòåãîðèè C êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

F1(X)
ϕX−−−→ F2(X)

F1(f)

y yF2(f)

F1(Y )
ϕY−−−→ F2(Y ).

Äëÿ êàæäîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâàX ïîëîæèì δX : X → Pτ (X) � îòîáðàæåíèå,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå x ∈ X ìåðó Äèðàêà δ(x), ñîñðåäîòî÷åííóþ â

òî÷êå x.
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Òåîðåìà 1.14. Ñåìåéñòâî δ = {δX} îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå òîæ-

äåñòâåííîãî ôóíêòîðà Id : T ych→ T ych â ôóíêòîð Pτ : T ych→ T ych, ïðè÷åì êàæäàÿ

êîìïîíåíòà δX : X → Pτ (X) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî δ = {δX} � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
ôóíêòîðà Id â ôóíêòîð Pτ . Òî, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå δX : X → Pτ (X) ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì âëîæåíèåì ñëåäóåò èç [4, II, �3].

Òåîðåìà 1.15. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò ïëîòíîñòü òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å.

d(Pτ (X)) = d(X) äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊂ X âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè d(X) â áåñêî-

íå÷íîì òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà ìíîæåñòâî B = {
∑n

i=1 riδ(xi) | n ∈ N è äëÿ

êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n ri � ðàöèîíàëüíî è xi ∈ A} � âñþäó ïëîòíî â Pτ (X). Êðîìå òîãî,

ÿñíî, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà B ðàâíà d(X).

Òåîðåìà 1.16. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò âåñ òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å. w(Pτ (X)) =

w(X) äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñîãëàñíî [6, 3.5.2],

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ cX ïðîñòðàíñòâàX, ÷òî w(cX) = w(X). Ïî òåîðåìå

1.4, ïðîñòðàíñòâî Pτ (X) âêëàäûâàåòñÿ â êîìïàêò Pτ (cX) = P (cX). Ïîñêîëüêó ôóíêòîð

P ñîõðàíÿåò âåñ [9, VII.3.9], òî w(P (cX)) = w(cX) = w(X). Ñëåäîâàòåëüíî, w(Pτ (X)) ≤
w(X), è, ïîñêîëüêó X âêëàäûâàåòñÿ â Pτ (X), òî w(X) ≤ w(Pτ (X)). Òî åñòü, w(Pτ (X)) =

w(X). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç [4, II, �4] ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.17. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò êëàññ ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ.

Íàïîìíèì, ÷òî p-ïàðàêîìïàêòàìè íàçûâàþòñÿ ïðîîáðàçû ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ

ïðè ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèÿõ [11]. Èç òåîðåì 1.3 è 1.7 ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.18. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò êëàññ p-ïàðàêîìïàêòîâ.

ÏóñòüX � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîãî ñ÷åòíîãî îðäèíàëà α îïðåäåëèì

ñåìåéñòâà Fα(X) è Gα(X) áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñåìåéñòâî

F0(X) (ñåìåéñòâî G0(X)) ñîñòîèò èç âñåõ çàìêíóòûõ (îòêðûòûõ) ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà

X, ñåìåéñòâî Fα(X) (ñåìåéñòâî Gα(X)) ñîñòîèò èç âñåõ ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé (ñ÷åòíûõ

ïåðåñå÷åíèé) ìíîæåñòâ èç
⋃

ξ<αFξ(X) (èç
⋃

ξ<α Gξ(X) ) äëÿ íå÷åòíûõ îðäèíàëîâ α

è èç âñåõ ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé (ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé) ìíîæåñòâ èç
⋃

ξ<αFξ(X) (èç⋃
ξ<α Gξ(X) ) äëÿ ÷åòíûõ îðäèíàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ∈ Fξ(X) ( A ∈ Gξ(X)

) âûïîëíÿåòñÿ X \ A ∈ Gξ(X) (X \ A ∈ Fξ(X) ).

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàX ÷åðåç B0(X) îáîçíà÷àåòñÿ σ-àëãåáðà âñåõ áýðîâñêèõ

ïîäìíîæåñòâX, òî åñòü íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûå

ïîäìíîæåñòâà X. Áýðîâñêèå ïîäìíîæåñòâà êëàññèôèöèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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M0(X) ( A0(X) ) � êëàññ âñåõ ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûõ (ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûõ)

ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X. Äëÿ êàæäîãî ñ÷åòíîãî îðäèíàëà α,Mα(X) ( Aα(X) ) �

ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ X, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé (îáúåäèíåíèé)

ìíîæåñòâ èç
⋃

ξ<αAξ(X) (èç
⋃

ξ<αMξ(X) ).

Äëÿ áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâàA òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâàX îïðåäåëèì ôóíêöèþ

χ̇A : Pτ (X)→ [0, 1] ôîðìóëîé χ̇A(µ) = µ∗(A).

Ëåììà 1.19. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, A � ïîäìíîæåñòâî X, α �

÷åòíûé îðäèíàë, ξ � îðäèíàë, è a ∈ R. Òîãäà

1. åñëè A ∈Mξ(X), òî χ̇−1
A ([a,∞)) = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(A) ≥ a} ∈ Mξ(Pτ (X));

2. åñëè A ∈ Fα(X), òî χ̇−1
A ([a,∞)) = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(A) ≥ a} ∈ Fα(Pτ (X));

3. åñëè A ∈ Aξ(X), òî χ̇−1
A ((a,∞)) = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(A) > a} ∈ Aξ(Pτ (X));

4. åñëè A ∈ Gα(X), òî χ̇−1
A ((a,∞)) = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(A) > a} ∈ Gα(Pτ (X)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå (3) ëåììû. Ïóñòü U � ôóíêöèîíàëüíî

îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâîX è Ũ � òàêîå ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî βX, ÷òî

Ũ ∩ X = U . Íåñëîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùóþñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèè χŨ : βX → [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn : βX → [0, 1]}∞n=1 íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, ÷òî fn|βX\Ũ ≡ 0, f−1
n ({1}) ⊂ f−1

n+1({1}), n ∈ N, è
⋃∞

n=1 f
−1
n ({1}) = Ũ . Ñîãëàñíî

ëåììå 1.1, µ∗(U) = µ(Ũ) äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ Pτ (X). Ñëåäîâàòåëüíî, χ̇−1
U ((a,∞)) =

{µ ∈ Pτ (X) | µ∗(U) > a} = {µ ∈ Pτ (X) | µ(Ũ) > a} =
⋃∞

n=1{µ ∈ Pτ (X) | µ(fn) > a} �
ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòîå â Pτ (X) ìíîæåñòâî.

Åñëè Z � ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X, òîãäà ìíîæåñòâî X \ Z �

ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòî. Ïîëîæèâ Ũ - ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî βX

òàêîå, ÷òî Ũ ∩ X = X \ Z, ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî {µ ∈
Pτ (X) | µ(Ũ) > 1 − a} � ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòî â Pτ (X). Òîãäà χ̇Z([a,∞)) = {µ ∈
Pτ (X) | µ∗(Z) ≥ a} = {µ ∈ Pτ (X) | µ(βX \ Ũ) ≥ a} = {µ ∈ Pτ (X) | µ(Ũ) ≤ 1 − a}
� äîïîëíåíèå ê ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòîìó ìíîæåñòâó {µ ∈ Pτ (X) | µ(Ũ) > 1 − a}, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûì â Pτ (X).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ⊂ X, ìíîæåñòâî χ̇−1
F ([a,∞)) =

{µ ∈ Pτ (X) | µ∗(F ) ≥ a} � çàìêíóòî â Pτ (X). Ïóñòü F̄ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà F

â X. Òîãäà (ñì. [4]) ìíîæåñòâî {µ ∈ Pτ (βX) | µ(F̄ ) ≥ a} � çàìêíóòî â P (βX). Ïî

ëåììå 1.1, äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ Pτ (X) µ∗(F ) = µ(F̄ ). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî

Pτ (X) ∩ {µ ∈ P (βX) | µ(F̄ ) ≥ a} = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(F ) ≥ a} = χ̇−1
F ([a,∞)) çàìêíóòî â

Pτ (X). Ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèÿì, äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G

â X ìíîæåñòâî χ̇−1
G ((a,∞)) = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(G) > a} � îòêðûòî â Pτ (X).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ξ = α = 0, ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ξ � îðäèíàë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ R è A ∈
Mξ′(X), ãäå ξ′ < ξ, äîêàçàíî, ÷òî χ̇−1

A ([a,∞)) ∈ Mξ′(Pτ (X)). Ïóñòü A ∈ Mξ(X). Òîãäà

A =
⋂∞

n=1

⋃∞
m=1A

m
n , ãäå A

m
n ∈

⋃
ξ′<ξMξ′(X). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, äëÿ êàæäîãî
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n ∈ N, A1
n ⊂ A2

n ⊂ . . . è
⋃∞

m=1A
m
1 ⊃

⋃∞
m=1A

m
2 ⊃ . . . . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî χ̇−1

A ([a,∞)) =

{µ ∈ Pτ (X) | µ∗(A) ≥ a} =
⋂∞

n=1

⋃∞
m=1{µ ∈ Pτ (X) | µ∗(Am

n ) ≥ a− 1
n
}. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè, äëÿ êàæäûõ n,m ∈ N {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(Am
n ) ≥ a − 1

n
} ∈

Mξ′(Pτ (X)), ãäå ξ′ < ξ. Ñëåäîâàòåëüíî, χ̇−1
A ([a,∞)) ∈Mξ(Pτ (X)).

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî îðäèíàëà α,

χ̇−1
A ([a,∞)) ∈ Fα(Pτ (X)), åñëè òîëüêî A ∈ Fα(X).

Åñëè A ∈ Aξ(X), òî Pτ (X) \ χ̇−1
A ((a,∞)) = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(A) /∈ (a,∞)} = {µ ∈

Pτ (X) | µ∗(A) ≤ a} = {µ ∈ Pτ (X) | µ∗(X \ A) ≥ 1 − a} = χ̇−1
X\A([1 − a,∞)). Ïîñêîëüêó

A ∈ Aξ(X), òî X \ A ∈ Mξ(X), è, ñëåäîâàòåëüíî, χ̇−1
X\A([1 − a,∞)) ∈ Mξ(Pτ (X)) è

χ̇−1
A ((a,∞)) = Pτ (X) \ χ̇−1

X\A([1− a,∞)) ∈ Aξ(X).

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî îðäèíàëà α, åñëè A ∈ Gα(X), òî

χ̇−1
A ((a,∞)) ∈ Gα(Pτ (X)). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.20. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò ïîëíûå ïî ×åõó ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâîX ïîëíî ïî ×åõó. ÒîãäàX =
⋂∞

n=1 Un

� Gδ-ìíîæåñòâî â βX (çäåñü Un ⊂ βX, n ∈ N, � îòêðûòûå â βX ìíîæåñòâà). Òîãäà

Pτ (X) = {µ ∈ P (βX) | µ(X) = 1} =
⋃∞

n=1{µ ∈ P (βX) | µ(Un) > 1 − 1
n
}. Ïî ëåììå

1.18, ìíîæåñòâà {µ ∈ P (βX) | µ(Un) > 1 − 1
n
} � îòêðûòûå â P (βX), òî åñòü, Pτ (X) �

Gδ-ìíîæåñòâî â P (βX). Ïî [6, 3.9.1], ïðîñòðàíñòâî Pτ (X) � ïîëíî ïî ×åõó.

Ñëåäñòâèå 1.21. Åñëè A � áýðîâñêîå ïîäìíîæåñòâî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X,

òî ôóíêöèÿ χ̇A : Pτ (X)→ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû áýðîâñêèõ

ïîäìíîæåñòâ Pτ (X).

Òåîðåìà 1.22. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò áýðîâñêèå ïîäìíîæåñòâà. Áîëåå òîãî, äëÿ

ëþáîãî îðäèíàëà ξ, åñëè A ∈ Mξ(X), òî Pτ (A) ∈ Mξ(Pτ (X)); äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî

îðäèíàëà α, åñëè A ∈ Fα(X), òî Pτ (A) ∈ Fα(Pτ (X)).

ÏóñòüX � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. ×åðåç P(X) ìû îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî ïðîåêòèâíûõ

ïîäìíîæåñòâ X, ò.å. íàèìåíüøåå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå êëàññ B(X) âñåõ áîðåëåâñêèõ

ïîäìíîæåñòâ X è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → X ìíîæåñòâà A ∈ P(X) îáðàç

f(A) ïðèíàäëåæèò êëàññó P(X);

(2) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ P(X) åãî äîïîëíåíèå X\A ïðèíàäëåæèò êëàññó P(X).

Ñåìåéñòâî P(X) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå P(X) =
⋃∞

n=0Pn(X), ãäå P0(X) = B(X)

� ñåìåéñòâî áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X; ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà êëàññà P2n+1(X) ñóòü

íåïðåðûâíûå îáðàçû ìíîæåñòâ êëàññà P2n(X); ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà êëàññà P2n(X)

� ýòî äîïîëíåíèÿ ê ïðîåêòèâíûì ìíîæåñòâàì êëàññà P2n−1(X). Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî

n ≥ 0 P2n+1(X) ⊂ P2n+3(X)∩P2n+4(X) [12, �38]. Ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà êëàññîâ P1(X)

è P2(X) èìåþò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ: èõ íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè è

êîàíàëèòè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè.
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Òåîðåìà 1.23. Ôóíêòîð Pτ ñîõðàíÿåò ïðîåêòèâíûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà X è ëþáîãî n ≥ 1, åñëè A ∈ P2n−1(X),

òî Pτ (A) ∈ P2n+2(P (X)).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüX � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. ×åðåç exp(X) îáîçíà÷àåòñÿ ãèïåðïðîñòðàíñòâî

íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé Âèåòîðèñà [9]. Îòìåòèì,

÷òî äëÿ ëþáîãî 0 ≤ a ≤ 1 ìíîæåñòâî R(a) = {(µ,K) ∈ P (X) × exp(X) | µ(K) ≥ a}
çàìêíóòî â P (X)× exp(X). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (µ,K) ∈ P (X)× exp(X) � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà R(a). Ïî îïðåäåëåíèþ, µ(K) = inf{µ(f) | f ∈ C(X), f ≥ 0, f |K ≡ 1}.
Ïóñòü f : X → [0, 1] � ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ f |K ≡ 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî

〈f−1(1 − ε
2
, 1]〉 = {B ∈ exp(X) | B ⊂ f−1(1 − ε

2
, 1]} îòêðûòî â exp(X). Ïîñêîëüêó

(µ,K) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà R(a), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà (η, C) ∈ R(a),

÷òî |η(f) − µ(f)| < ε
2
è C ⊂ f−1(1 − ε

2
, 1]. Òîãäà µ(f) > η(f) − ε

2
=

∫
X
f d η − ε

2
≥∫

C
f dη − ε

2
> (1− ε

2
)η(C)− ε

2
≥ (1− ε

2
)a− ε

2
≥ a− ε. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ñëåäóåò,

÷òî µ(f) ≥ a, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî µ(K) ≥ a è (µ,K) ∈ R(a).

Òåïåðü ïóñòü n ≥ 1 è A ∈ P2n−1(X). Òîãäà P (X) \ Pτ (A) = {µ ∈ P (X) | µ∗(A) <

1} = {µ ∈ P (X) | µ∗(X \ A) > 0} =
⋃∞

m=1{µ ∈ P (X) | ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ X \ A ñ

µ(K) ≥ 1
m
} =

⋃∞
m=1 pr1(Gm), ãäå Gm = {(µ,K) ∈ P (X) × exp(X) | K ⊂ X \ A, µ(K) ≥

1
m
} = R( 1

m
) ∩ (P (X) × exp(X \ A)), à pr1 : P (X) × exp(X) → P (X) � ïðîåêöèÿ íà

ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Ïîñêîëüêó A ∈ P2n−1(X), òî X \ A ∈ P2n(X), è ñîãëàñíî [13],

exp(X \ A) ∈ P2n(exp(X)). Ñëåäîâàòåëüíî, P (X) \ Pτ (A) ∈ P2n+1(P (X)) è Pτ (A) ∈
P2n+2(P (X)). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.24. Èç òåîðåìû 1.22 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ∈ P0(X) Pτ (A) ∈
P0(P (X)). Áîëåå òîãî, èç òåîðåìû 2.32 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîàíàëèòè÷åñêîãî

ìíîæåñòâà A ⊂ X Pτ (A) ∈ P3(P (X)). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîàíàëèòè÷åñêèå

ïîäìíîäæåñòâà ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî ëþáîé ìåðû è ïîýòîìó,

äëÿ êîàíàëèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ Pτ (A) = P̂ (A).

Íàïîìíèì òåïåðü ââåäåííîå Ñ. Ýéëåíáåðãîì è Äæ. Ìóðîì [14]

Îïðåäåëåíèå 1.25. Òðîéêîé íà êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ òðîéêà T = (T, δ, ψ), ñîñòîÿùàÿ

èç êîâàðèàíòíîãî ôóíêòîðà T : C → C è åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé δ : Id → T

(åäèíèöà) è ψ : T 2 → T (óìíîæåíèå), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

ψ ◦ Tδ = ψ ◦ δT = idT è ψ ◦ ψT = ψ ◦ Tψ.

Ôóíêòîð T , êîòîðûé ìîæåò áûòü âêëþ÷åí â òðîéêó T, íàçûâàåòñÿ ìîíàäîé íà êàòåãîðèè
C.

Õîðîøî èçâåñòíî [2], ÷òî ôóíêòîð P ÿâëÿåòñÿ ìîíàäîé íà êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ.
Â ñàìîì äåëå, îí âêëþ÷àåòñÿ â òðîéêó P = (P, δ, ψ), ãäå δ � ïðåîáðàçîâàíèå Äèðàêà, à

êîìïîíåíòà ψX : P 2(X) → P (X) óìíîæåíèÿ ψ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ψX(M)(f) =

M(Ff ) äëÿ f ∈ C(X), M ∈ P 2(X), ãäå Ff : P (X) → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

äåéñòâóþùàÿ ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû Ff (µ) = µ(f), µ ∈ P (X).



78 Ò.Î. Áàíàõ

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð Pτ : T ych → T ych òîæå âêëþ÷àåòñÿ â ìîíàäó.

Äëÿ ýòîãî î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà

X δβX(X) ⊂ Pτ (X) è ψβX(P 2
τ (X)) ⊂ Pτ (X), ãäå δβX è ψβX � êîìïîíåíòû åñòåñòâåííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, âõîäÿùèõ â òðîéêó P = (P, δ, ψ) (çäåñü è äàëåå ñèìâîë P 2
τ îáîçíà÷àåò

êîìïîçèöèþ ôóíêòîðîâ Pτ ◦Pτ ). Ïåðâîå âêëþ÷åíèå δβX(X) ⊂ Pτ (X) ñëåäóåò èç òåîðåìû

1.14. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî âêëþ÷åíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ∈ P 2
τ (X) ⊂ P 2(βX),

ò.å. M∗(Pτ (X)) = 1. Ïóñòü {ϕα} ⊂ C(βX) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íàïðàâëåííîñòü

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà βX, ïîòî÷å÷íî ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå X ⊂
βX. Ñîãëàñíî [4], ψβX(M) ∈ Pτ (X), åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëîâàÿ íàïðàâëåííîñòü

{ψβX(M)(ϕα)} ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî {Fϕα : P (βX) → R} � ìîíîòîííî

óáûâàþùàÿ íàïðàâëåííîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà P (βX), ïîòî÷å÷íî ñòðåìÿùàÿñÿ

ê íóëþ íà ìíîæåñòâå Pτ (X) ⊂ P (βX). Ïîñêîëüêó M � τ -ãëàäêàÿ ìåðà íà Pτ (X), òî

ñîãëàñíî [4], {M(Fϕα)} → 0. Íî ψβX(M)(ϕα) = M(Fϕα) äëÿ êàæäîãî α. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàïðàâëåííîñòü {ψβX(M)(ϕα)} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. ψβX(P 2
τ (X)) ⊂ Pτ (X). Ïîëîæèì

δX = δβX |X : X → Pτ (X) è ψX = ψβX |P 2
τ (X) : P 2

τ (X) → Pτ (X). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Pτ = (Pτ , δ, ψ) � òðîéêà íà êàòåãîðèè T ych. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.26. Ôóíêòîð Pτ : Tych → T ych ÿâëÿåòñÿ ìîíàäîé íà êàòåãîðèè T ych,
ïðîäîëæàþùåé ìîíàäó P : Comp→ Comp.

Ëåììà 1.27. Äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî ïîäìíîæåñòâà Y âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî ψ−1
X (Pτ (Y )) = P 2

τ (Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå ψX(P 2
τ (Y )) ⊂ Pτ (Y ) ñëåäóåò èç ìîíàäè÷íîñòè ôóíêòîðà

Pτ . Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü M ∈ P 2(βX) � òàêàÿ ìåðà, ÷òî

ψβX(M) /∈ Pτ (Y ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ βY \ Y , ÷òî ψβX(M)(K) > 0.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé Φ = {f ∈ C(βX) | 0 ≤ f ≤ 1, f |K ≡ 1}, ñíàáæåííîå
åñòåñòâåííûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ≤. Ñåìåéñòâî Φ íàïðàâëåíî âíèç, ò.å. äëÿ ëþáûõ

ôóíêöèé f, g ∈ Φ min(f, g) ∈ Φ, è, ðàññìàòðèâàåìîå êàê íàïðàâëåííîñòü, ïîòî÷å÷íî

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå Y . Òîãäà íàïðàâëåííîñòü {Ff : P (βX) → R}f∈Φ

ìîíîòîííî óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå Pτ (Y ). Åñëè áû ìåðàM ïðèíàäëå-

æàëà ìíîæåñòâó P 2
τ (Y ) òîãäà áû íàïðàâëåííîñòü {M(Ff )}f∈Φ ñòðåìèëàñü ê íóëþ. Íî

M(Ff ) = ψβX(M)(f) ≥ ψβX(M)(K) > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî

M /∈ P 2
τ (Y ). Òàêèì îáðàçîì, ψ−1

X (Pτ (Y )) = P 2
τ (Y ).

Ñëåäñòâèå 1.28. Äëÿ êàæäîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X êîìïîíåíòà

ψX : P 2
τ (X)→ Pτ (X) óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è ñîâåðøåííûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 1.27 è òîãî ôàêòà, ÷òî ψβX : P 2(βX) → P (βX)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì êîìïàêòîâ [2, 7.8], ëèáî [15].

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå p : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ

ìÿãêèì äëÿ êëàññà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

A, åãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà B ⊂ A è îòîáðàæåíèé g : A→ Y è f : B → X ñ p◦g = g|B
ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå F : A→ X, ÷òî F |B = f è p ◦ F = g.
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Òåîðåìà 1.29. Äëÿ êàæäîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îòîáðàæåíèå

ψX : P 2
τ (X)→ Pτ (X) ÿâëÿåòñÿ ìÿãêèì äëÿ êëàññà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1.28, ìåòðèçóåìîñòè ïðîñòðàíñòâà P 2
τ (X) (ñì.

òåîðåìó 1.17), òåîðåìû Ìàéêëà î ñåëåêöèè [16, �1.4 è óïð.1.4.2] è òîãî ôàêòà, ÷òî

ïðîîáðàç ψ−1
X (µ) ⊂ P 2

τ (X) ëþáîé ìåðû µ ∈ Pτ (X) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì â

P 2
τ (X).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå p : E → B ãîìåîìîðôíî òðèâèàëüíîìó Q-

ðàññëîåíèþ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì f : E → B × Q, ÷òî prB ◦f = p, ãäå

prB : B × Q → B � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî Q = [−1, 1]ω � ãèëüáåðòîâ

êèðïè÷.

Òåîðåìà 1.30. Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X 6= {∗} îòîáðàæåíèå

ψX |P 2
τ (X) \ δ2(X) : P 2

τ (X) \ δ2(X) → Pτ (X) \ δ(X) ãîìåîìîðôíî òðèâèàëüíîìó Q-

ðàññëîåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cX � ìåòðè÷åñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâàX 6= {∗}. Â
[15] äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ψX |P 2(cX)\δ2(cX) : P 2(cX)\δ2(cX)→ P (cX)\δ(cX)

ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì Q-ðàññëîåíèåì. Òåïåðü òåîðåìà ñëåäóåò èç ëåììû 1.27.

2 Êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðà P̂

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðà P̂ : T ych → T ych
âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, ñóùåñòâóåò äâà ýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäà ê îïèñàíèþ

ïðîñòðàíñòâà P̂ (X), ãäå X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïåðâûé � ÷åðåç âëîæåíèÿ â

êîìïàêòíûå ïðîñòðàíòâà: P̂ (X) = {µ ∈ P (βX) | µ∗(X) = 1} ⊂ P (βX). Ïðè âòîðîì

ïîäõîäå P̂ (X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð íà

ïðîñòðàíñòâå X. Â äàëüíåéøåì, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè, áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê,

ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò, ëèáî äðóãîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà P̂ (X).

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò êëàññ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå è µ1, µ2 ∈ P̂ (X), µ1 6=
µ2. Òîãäà µ1(A) 6= µ2(A) äëÿ íåêîòîðîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X. Ïîñêîëüêó

ìåðû µ1, µ2 � ðàäîíîâñêèå, òî ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ A, ÷òî µ1(K) 6= µ2(K).

Òîãäà f(K) � êîìïàêò â Y è P̂ (f)(µ1)(f(K)) = µ1(f
−1(f(K))) = µ1(K) 6= µ2(K) =

P̂ (f)(µ2)(f(K)), ò.å. P̂ (f)(µ1) 6= P̂ (f)(µ2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò êëàññ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òîãäà ïðîäîëæåíèå βf : βX → βY îòîáðàæåíèÿ f îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

βf(βX \ X) ⊂ βY \ Y [6, 3.7.15]. Ïîêàæåì, ÷òî P (βf)(P (βX) \ P̂ (X)) ⊂ P (βY ) \
P̂ (Y ). Ïóñòü µ ∈ P (βX) è P (βf)(µ) ∈ P̂ (Y ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
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òàêîé êîìïàêò K ⊂ Y ⊂ βY , ÷òî P (βf)(µ)(K) > 1 − ε. Ïîñêîëüêó f � ñîáñòâåííîå

îòîáðàæåíèå, òî (βf)−1(K) = f−1(K) � êîìïàêò âX (ñì. [6, 3.7.2]). Òîãäà P (βf)(µ)(K) =

µ((βf)−1(K)) = µ(f−1(K)) > 1− ε. Ñëåäîâàòåëüíî, µ ∈ P̂ (X) è P (βf)(P (βX) \ P̂ (X)) ⊂
P (βY ) \ P̂ (Y ). Ïîñêîëüêó P (βf) : P (βX) → P (βY ) � îòîáðàæåíèå êîìïàêòîâ, òî èç

ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå P̂ (f) = P (βf)|P̂β(X) : P̂ (X) → P̂ (Y )

� ñîâåðøåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò êëàññ çàìêíóòûõ âëîæåíèé.

Ïîñêîëüêó P̂ � ïîäôóíêòîð ôóíêòîðà Pτ , òî èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.4. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò êëàññ âëîæåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò êëàññ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé è êëàññ

(çàìêíóòûõ) âëîæåíèé. Ñ ñþðúåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè äåëî îáñòîèò íå òàê ãëàäêî.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y îáëàäàåò áîðåëåâñêîé ñåëåêöèåé, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîå) îòîáðàæåíèå s : Y → X, ÷òî f ◦ s =

idY , è äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X s−1(U) � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî

ïðîñòðàíñòâà Y .

Îòîáðàæåíèå f : X → Y îáëàäàåò ëîêàëüíûìè áîðåëåâñêèìè ñåëåêöèÿìè, åñëè äëÿ

ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ñåëåêöèÿ s : Y → X

îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî s(f(U)) ⊂ U .

Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü p : c→ [0, 1] � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà

c íà îòðåçîê. Òîãäà îòîáðàæåíèå P̂ (p) : P̂ (c) → P̂ ([0, 1]) íå ñþðúåêòèâíî (ìåðà Ëåáåðà

íà [0,1] íå èìååò ïðîîáðàçà).

Âìåñòå â òåì ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùåå áîðåëåâñêîé ñåëåêöèåé. Òîãäà îòîáðàæåíèå P̂ (f) : P̂ (X) →
P̂ (Y ) � ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s : Y → X � áîðåëåâñêàÿ ñåëåêöèÿ îòîáðàæåíèÿ f . Äëÿ êàæäîé

ìåðû µ ∈ P̂ (Y ) ïîëîæèì η � âåðîÿòíîñòíàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà íàX, îïðåäåëåííàÿ

óñëîâèåì η(A) = µ(f(A ∩ s(Y ))) äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X.

Ïîêàæåì, ÷òî ìåðà η � ðàäîíîâñêàÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ X ñ η(K) > 1 − ε. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó

îòîáðàæåíèå s : Y → X � áîðåëåâñêè èçìåðèìî, ïî òåîðåìå Ëóçèíà [7, 2.3.5], ñóùåñòâóåò

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Y òàêîå, ÷òî µ(C) > 1− ε/2 è îòîáðàæåíèå s|C : C → X

� íåïðåðûâíî. Ïîñêîëüêó ìåðà µ íà Y � ðàäîíîâñêàÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò

K ⊂ C, ÷òî µ(C \K) < ε
2
. Òîãäà s(K) ⊂ X � êîìïàêò. Áîëåå òîãî, η(s(K)) = µ(f(s(K)∩

s(Y )) = µ(f(s(K))) = µ(K) > 1 − ε. Òàêèì îáðàçîì, ìåðà η íà X � ðàäîíîâñêàÿ è

P̂ (f)(η) = µ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 2.7. Ïóñòü f : X → Y � áèåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñåïàðàáåëü-

íîãî áîðåëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà îòîáðàæå-

íèå P̂ (f) : P̂ (X)→ P̂ (Y ) � áèåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ P̂ (f) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1. Ñþðüåê-

òèâíîñòü P̂ (f) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.6, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f−1 : Y → X �

áîðåëåâñêè èçìåðèìî [12, �39, IV].

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ áîðåëåâñêîé ñåëåêöèè â ïðåäëîæåíèè 2.6 ñóùåñòâåííî.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì

Ïðèìåð 2.8. Ïóñòü Z ⊂ [0, 1] � ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà ñ âíóòðåííåé ìåðîé Ëåáåãà

λ∗(Z) = 0 è âíåøíåé ìåðîé λ∗(Z) = 1. ÏóñòüX = Z×{0}∪([0, 1]\Z)×{1} è f : X → [0, 1]

� ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Òîãäà ìåðà Ëåáåãà λ íà [0, 1] íå èìååò ïðîîáðàçà

ïðè îòîáðàæåíèè P̂ (f) : P̂ (X)→ P ([0, 1]).

Âìåñòå ñ òåì, ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò îäíî ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé, èç êîòîðîãî, â

êîìïàêòíîì ñëó÷àå, âûòåêàåò ñþðúåêòèâíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî îáðàç f(X) âñþäó

ïëîòåí â Y . Òîãäà îáðàç P̂ (f)(P̂ (X)) âñþäó ïëîòåí â P̂ (Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.6.

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Ïóñòü f : X → Y � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñåïàðàáåëüíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùåå ëîêàëüíûìè áîðåëåâñêèìè ñåëåêöèÿìè. Òîãäà

îòîáðàæåíèå P̂ (f) : P̂ (X)→ P̂ (Y ) � ñþðúåêòèâíî è îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.6, îòîáðàæåíèå P̂ (f) � ñþðúåêòèâíî. Ïîêàæåì,

÷òî îíî îòêðûòî. Ñîãëàñíî [4, II, �1] ñèñòåìà ìíîæåñòâ N ∗(µ0, U1, . . . , Un, ε) = {µ ∈
P̂ (X) | µ(Ui) − µ0(Ui) > −ε, 1 ≤ i ≤ n}, ãäå ε > 0, µ0 ∈ P̂ (X) è U1, . . . , Un �

îòêðûòûå ìíîæåñòâà â X, îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè íà P̂ (X). Çàôèêñèðóåì áàçèñíîå

ìíîæåñòâî N ∗(µ0, U1, . . . , Un, ε) è ïîêàæåì, ÷òî åãî îáðàç P̂ (f)(N ∗(µ0, U1, . . . , Un, ε))

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ìåðû η0 = P̂ (f)(µ0) ∈ P̂ (Y ). Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì ñíà÷àëà

òàêóþ áàçèñíóþ îêðåñòíîñòü N ∗(µ0, V1, . . . , Vm, ε
′) ⊂ N ∗(µ0, U1, . . . , Un, ε), ÷òî Vi, 1 ≤

i ≤ m, � îòêðûòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà X.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {1, . . . , n}. Íà ìíîæåñòâå exp(n) âñåõ

íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ n ââåä¼ì òàêîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ A,B ⊂
n, åñëè A ⊃ B, òî A ≤ B (ñì. [17, �2.4, Òåîðåìà 4]). Îòìåòèì, ÷òî | exp(n)| < 2n.

Ïîëîæèì ε′ = ε/2n+1. Äëÿ êàæäîãî A ⊂ n ïîëîæèì UA =
⋂

i∈A Ui. Èíäóêòèâíî, äëÿ

êàæäîãî A ⊂ n íàéäåì òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî VA ⊂ X, ÷òî V̄A ⊂ UA \
⋃

B<A V̄B è

µ0(VA) > µ0(UA \
⋃

B<A V̄B) − ε′. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ n µ0(V̄A \ VA) < ε′

è, ñëåäîâàòåëüíî, µ0(UA) < µ0(VA) +
∑

B<A µ(V̄B) + ε′ <
∑

B<A µ0(VB) + 2nε′. Êðîìå

òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ A 6= B V̄A ∩ V̄B = ∅. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî N ∗(µ0, {VA : A ⊂
n}, ε′) ⊂ N ∗(µ0, U1, . . . , Un, ε). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè µ ∈ N ∗(µ0, {VA : A ⊂ n}, ε′), òî
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µ(Ui) =
∑

A3i µ(V̄A)+µ(Ui \
⋃

A3i V̄A) ≥
∑

A3i µ(V̄A) >
∑

A3i(µ0(VA)−ε′) >
∑

A3i µ0(VA)−
2nε′ > µ0(Ui)− 2n+1ε′ = µ0(Ui)− ε, 1 ≤ i ≤ n. Òî åñòü, µ ∈ N ∗(µ0, U1, . . . , Un, ε).

Çàïèøåì ìíîæåñòâî N ∗(µ0, {VA : A ⊂ n}, ε′) â âèäå N ∗(µ0, V1, . . . , Vm, ε
′), ãäå m =

| exp(n)|. ×åðåç m îáîçíà÷èìm-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {1, . . . ,m}. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå

exp(m) òàêîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ A,B ⊂m, åñëè A ⊃ B, òî A ≤ B.

Äëÿ êàæäîãî A ⊂m ïîëîæèì W ′
A =

⋂
i∈A f(Vi). Ïîñêîëüêó f � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå,

òî ìíîæåñòâà W ′
A ⊂ Y � îòêðûòû. Ïîëîæèì δ = ε′/2m+1. Èíäóêòèâíî, äëÿ êàæäîãî

A ⊂m íàéäåì òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâîWA ⊂ Y , ÷òî W̄A ⊂ W ′
A\

⋃
B<A W̄B è η0(WA) >

η0(W
′
A\

⋃
B<A W̄B)−δ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ A,B ⊂m ìíîæåñòâà W̄A

è W̄B íå ïåðåñåêàþòñÿ. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî A ⊂m, η0((W
′
A\

⋃
B<AW

′
B)\WA) < δ. Ìû

óòâåðæäàåì, ÷òî N ∗(η0, {WA : A ⊂ m}, δ) ⊂ P̂ (f)N ∗(µ0, V1, . . . , Vm, ε
′)). Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü η ∈ N ∗(η0, {WA : A ⊂ m}, δ). Äëÿ êàæäîãî A ⊂ m è êàæäîãî i ∈ A çàôèêñèðóåì

òàêóþ áîðåëåâñêóþ ñåëåêöèþ sA,i : Y → X îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî sA,i(WA) ⊂ Vi. Ïóñòü

αA
i , i ∈ A, � òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ m

∑
i∈A α

A
i = 1 è

αA
i η0(WA) ≥ µ0(f

−1(WA)∩ Vi)). Çàôèêñèðóåì ëþáóþ áîðåëåâñêóþ ñåëåêöèþ s0 : Y → X

îòîáðàæåíèÿ f . Ïóñòü µ � òàêàÿ ìåðà íà X, ÷òî äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà

C ⊂ X

µ(C) = η(f(s0(Y \
⋃

A⊂m

WA)) ∩ C) +
∑
A⊂m

∑
i∈A

αA
i η(f(sA,i(WA) ∩ C)).

Àíàëîãè÷íî êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.6, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî µ � ðàäîíîâñêàÿ

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íàX, ò.å. µ ∈ P̂ (X), è P̂ (f)(µ) = η. Ïîêàæåì, ÷òî µ ∈ N ∗(µ0, V1, . . . , Vm, ε
′).

Äåéñòâèòåëüíî, µ(Vi) ≥
∑

A3i α
A
i η(f(sA,i(WA)∩Vi)) =

∑
A3i α

A
i η(WA) >

∑
A3i α

A
i (η0(WA)−

δ) >
∑

A3i α
A
i η0(WA)−2mδ ≥

∑
A3i µ0(f

−1(WA)∩Vi)−2mδ = µ0(f
−1(

⋃
A3iWA)∩Vi)−2mδ =

µ0(f
−1(

⋃
A3iW

′
A)∩Vi)−µ0(f

−1(
⋃

A3iW
′
A \

⋃
A3iWA))−2mδ = µ0(Vi)−2mδ−η0(

⋃
A3iW

′
A \⋃

A3iWA). Îñòàëîñü îöåíèòü çíà÷åíèå η0(
⋃

A3iW
′
A\

⋃
A3iWA). Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâ

W ′
A,

⋃
A3iW

′
A = W ′

i . Òîãäà η0(
⋃

A3iW
′
A \

⋃
A3iWA) = η0(W

′
i \

⋃
A3iWA) = η0(

⋃
A3i(W

′
A \⋃

B<AW
′
B)\

⋃
A3iWA) ≤

∑
A3i η0((W

′
A\

⋃
B<AW

′
B)\WA) < 2mδ. Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì,

÷òî µ(Vi) > µ0(Vi)− 2m+1δ = µ0(Vi)− ε′.

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Åñëè P̂ (f) : P̂ (X) → P̂ (Y ) � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå f � òàêæå

îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî áóêâàëüíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.1 [18].

Çàìå÷àíèå 2.12. Â ïðåäïîëîæåíèè êîíòèíóóì-ãèïîòåçû ( ℵ1 = c ), óñëîâèå ñåïàðàáåëü-

íîñòè â ïðåäëîæåíèÿõ 2.6, 2.10 ìîæåò áûòü îïóùåíî. Ýòî ñëåäóåò èç [12, �31, X,8] è òîãî,

÷òî íîñèòåëü ëþáîé ðàäîíîâñêîé ìåðû íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � ñåïàðàáåëåí.

Âîïðîñ 2.13. 1 Ïóñòü f : X → Y � îòêðûòîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ñåïàðàáåëüíûõ

áîðåëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Áóäåò ëè îòîáðàæåíèå P̂ (f) îòêðûòûì?

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàí â ñòàòüå
[Áîãà÷åâ Â.È., Êîëåñíèêîâ À.Â., Îòêðûòûå îòîáðàæåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð è òåîðåìà ïðåäñòàâëåíèÿ
Ñêîðîõîäà // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 46:1 (2001), 3-27].
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Â [8, �3] áóäåò äàí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî

X ìåòðèçóåìî ïîëíîé ìåòðèêîé.

ÏóñòüA � ïîäìíîæåñòâî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâàX. Ïîñêîëüêó ôóíêòîð P̂ ñîõðà-

íÿåò âëîæåíèÿ, ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî P̂ (A) ñ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàí-

ñòâà P̂ (X).

Òåîðåìà 2.14. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû, ò.å. äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f :

X → Y òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Y

P̂ (f)−1(P̂ (A)) = P̂ (f−1(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå P̂ (f−1(A)) ⊂ P̂ (f)−1(P̂ (A)) òðèâèàëüíî. Ïîêàæåì, ÷òî

P̂ (f)−1(P̂ (A)) ⊂ P̂ (f−1(A)). Ïóñòü µ ∈ P̂ (X) � ìåðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ P̂ (f)(µ) ∈
P̂ (A). Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó P̂ (f)(µ) ∈ P̂ (A), òî ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ A

ñ P̂ (f)(µ)(K) > 1 − ε
2
. Ìíîæåñòâî f−1(K) ⊂ X � çàìêíóòî, ïðè÷åì µ(f−1(K)) =

P̂ (f)(µ)(K) > 1 − ε
2
. Ïîñêîëüêó ìåðà µ � ðàäîíîâñêàÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò

C ⊂ f−1(K), ÷òî µ(f−1(K) \ C) < ε
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, C ⊂ f−1(A) è µ(C) > 1 − ε, ò.å.

µ ∈ P̂ (f−1(A)). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.15. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò ñ÷åòíûå ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. äëÿ ëþáîãî òèõîíîâ-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî ïîäìíîæåñòâ Xn ⊂ X, n ∈ N, P̂ (
⋂

n∈NXn) =
⋂

n∈N P̂ (Xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå P̂ (
⋂

n∈NXn) ⊂
⋂

n∈N P̂ (Xn) î÷åâèäíî. Òåïåðü ïóñòü µ ∈⋂
n∈N P̂ (Xn). Ïîêàæåì, ÷òî µ ∈ P̂ (

⋂
n∈NXn). Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó µ ∈ P̂ (Xn),

n ∈ N, òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò Kn ⊂ Xn, ÷òî µ(Kn) > 1−ε/2n.

Ïîëîæèì K =
⋂

n∈NKn. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî K ⊂
⋂

n∈NXn è µ(K) > 1 − ε, ò.å.

µ ∈ P̂ (
⋂

n∈NXn). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.16. Òåîðåìà 2.15 íå âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà èíäåêñîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü X = [0, 1] è Xα = [0, 1] \ {α}, ãäå α ∈ [0, 1]. Òîãäà äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1] ìåðà

Ëåáåãà λ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P̂ (Xα). Íî,
⋂

α∈[0,1]Xα = ∅. Òî åñòü P̂ (
⋂

α∈[0,1]Xα) 6=⋂
α∈[0,1] P̂ (Xα).

Ëåììà 2.17. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî è B ⊂ X � åãî áîðåëåâñêîå

ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà P̂ (B) = Pτ (B) ∩ P̂ (X) ⊂ P (βX).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå P̂ (B) ⊂ Pτ (B)∩ P̂ (X) î÷åâèäíî. Ïóñòü µ ∈ Pτ (B)∩ P̂ (X).

Òîãäà µ∗(B) = 1 è µ∗(X) = 1. Ïóñòü B̃ ⊂ βX � ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî

B̃ ∩X = B. Òîãäà µ(B̃) ≥ µ∗(B) = 1. Ïîñêîëüêó ìåðà µ � ðåãóëÿðíà, äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K1 ⊂ B̃, ÷òî µ(B̃ \K1) < ε/2. Ïî îïðåäåëåíèþ, èç µ∗(X) = 1

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêò K2 ⊂ X ⊂ βX òàêîé, ÷òî µ(K2) > 1 − ε/2. Òîãäà

K = K1∩K2 ⊂ B̃∩B = B � òàêîé êîìïàêò â B, ÷òî µ(βX\K) ≤ µ(βX\K1)+µ(βX\K2) <

ε/2 + ε/2 = ε, îòêóäà, ïî ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ñëåäóåò µ∗(B) = 1 è µ ∈ P̂ (B). Ëåììà

äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.18. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, ò.å.

äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Xα, α ∈ A,
P̂ (

⋂
α∈AXα) =

⋂
α∈A P̂ (Xα).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.10 ñëåäóåò, ÷òî Pτ (
⋂

α∈AXα) =
⋂

α∈A Pτ (Xα). Òîãäà, ïî

ëåììå 2.17, P̂ (∩α∈AXα) = Pτ (∩α∈AXα) ∩ P̂ (X) =
⋂

α∈A Pτ (Xα) ∩ P̂ (X) =
⋂

α∈A P̂ (Xα).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè ôóíêòîðà P̂ . Ïóñòü A � íàïðàâëåííîå

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (íàïðàâëåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A
ñóùåñòâóåò òàêîå γ ∈ A, ÷òî γ ≥ α è γ ≥ β ).

Ïóñòü {Xα, p
β
α} � îáðàòíûé ñïåêòð, èíäåêñèðîâàííûé ìíîæåñòâîì A è ñîñòîÿùèé èç

òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. ×åðåç lim←−Xα ìû îáîçíà÷àåì ïðåäåë ýòîãî ñïåêòðà, à ÷åðåç

pα : lim←−Xα → Xα, α ∈ A, � ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè.
Îáðàòíûé ñïåêòð {Xα, p

β
α} ïîðîæäàåò îáðàòíûé ñïåêòð {P̂ (Xα), P̂ (pβ

α)}, ïðåäåë êîòîðîãî
ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç lim←− P̂ (Xα), à ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè ÷åðåç prα : lim←− P̂ (Xα)→ P̂ (Xα).

Îòîáðàæåíèÿ P̂ (pα) : P̂ (lim←−Xα) → P̂ (Xα) ïîðîæäàþò îòîáðàæåíèå R : P̂ (lim←−Xα) →
lim←− P̂ (Xα).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè âñåXα êîìïàêòíû, òîãäà îòîáðàæåíèåR � ãîìåîìîðôèçì.

Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêòîðà P â êàòåãîðèè êîìïàêòîâ [9, VII.3.11].

Òåîðåìà 2.19. Îòîáðàæåíèå R : P̂ (lim←−Xα) → lim←− P̂ (Xα) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Åñëè

ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè pα : lim←−Xα → Xα � ïëîòíû, òîãäà îáðàç R(P̂ (lim←−Xα)) âñþäó

ïëîòåí â lim←− P̂ (Xα). Åñëè èíäåêñíîå ìíîæåñòâî A � ñ÷åòíî, òîãäà R � ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì

óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû 1.11.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî è ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

R : P̂ (lim←−Xα)→ lim←− P̂ (Xα) � ãîìåîìîðôèçì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñþðúåêòèâíîñòü

îòîáðàæåíèÿ R. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå 1.11, âëîæèì îòîáðàæåíèå R â ãîìåîìîðôèçì

R̄ : P (lim←− βXα)→ lim←−P (βXα).

Çàôèêñèðóåì íèòü {µα}α∈A ∈ lim←− P̂ (βXα) è ïîêàæåì, ÷òî µ = R̄−1({µα}α∈A) ∈
P̂ (lim←−Xα) ⊂ P̂ (lim←− βXα). Ïóñòü ε > 0. Çàôèêñèðóåì áèåêöèþ ξ : A → N. Äëÿ êàæäîãî

α ∈ A âûáåðåì òàêîé êîìïàêò Kα ⊂ Xα, ÷òî µα(Kα) > 1 − ε · 2−ξ(α). Î÷åâèäíî, ÷òî

ìíîæåñòâî K = {(xα)α∈A ∈ lim←−Xα | pα(xα) ∈ Kα, α ∈ A} � êîìïàêòíî. Áîëåå òîãî,

µ((lim←−Xα) \ K) ≤
⋃

α∈A µ(p−1
α (Xα \ Kα)) =

⋃
α∈A µα(Xα \ Kα) ≤

∑
α∈A ε · 2−ξ(α) = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå R ñþðüåêòèâíî è òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ñëåäñòâèÿ 1.13 âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 2.20. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò ãîìîòîïèè, ò.å. äëÿ ëþáîé ãîìîòîïèè

Ht : X → Y ãîìîòîïèÿ P̂ (Ht) : P̂ (X) → P̂ (Y ) íåïðåðûâíà êàê îòîáðàæåíèå P̂ (H(·)) :

P̂ (X)× [0, 1]→ P̂ (Y ).

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì îïåðàöèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ

ìåð. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [9, VIII,�1]), ÷òî åñëè çàäàíî ñåìåéñòâî {Xα}α∈A êîìïàêòîâ,

òîãäà äëÿ ëþáûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µα ∈ P (Xα), α ∈ A, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðà
⊗

α∈A
µα ∈ P (

∏
α∈AXα) (íàçûâàåìàÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìåð µα ) íà ïðîèçâåäåíèè
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α∈AXα, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãîB ⊂ A è ëþáûõ áîðåëåâñêèõ

ìíîæåñòâ Yα ⊂ Xα, α ∈ A, ãäå Yα = Xα, åñëè α /∈ B, âûïîëíÿåòñÿ ⊗
α∈A

µα(
∏

α∈A Yα) =∏
α∈A µα(Yα).

Ïðåäëîæåíèå 2.21. Ïóñòü {Xα}α∈A � ñåìåéñòâî òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, {cXα}α∈A

� ñåìåéñòâî èõ êîìïàêòèôèêàöèé è µα ∈ P̂ (Xα) ⊂ P (cXα), α ∈ A, � ñåìåéñòâî

âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð. Åñëè èíäåêñíîå ìíîæåñòâî A íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî,

òîãäà ⊗
α∈A

µα ∈ P̂ (
∏

α∈AXα) ⊂ P (
∏

α∈A cXα).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ìåðà ⊗α∈A µα ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P̂ (
∏

α∈AXα) ⊂
P (

∏
α∈A cXα). Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ëþáîå ε > 0. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíî, òî ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ ξ : A → N. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ìåðà µα ∈ P̂ (Xα)

� ðàäîíîâñêàÿ, òî äëÿ êàæäîãî α ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò Kα ⊂ Xα ⊂ cXα,

÷òî µα(cXα \ Kα) < ε/2−ξ(α). Òîãäà äëÿ êîìïàêòà
∏

α∈AKα ⊂
∏

α∈AXα âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ( ⊗
α∈A

µα)(
∏

α∈A cXα \
∏

α∈AKα) ≤
∑

α∈A µα(cXα \Kα) <
∑

α∈A ε/2
−ξ(α) ≤ ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ⊗α∈A µα ∈ P̂ (
∏

α∈AXα).

Çàìå÷àíèå 2.22. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.21 è èçâåñòíûõ ôàêòîâ î òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè

âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà êîìïàêòàõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð µα ∈ P̂ (Xα), α ∈ A, íà òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Xα, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ðàäîíîâñêàÿ ìåðà ⊗
α∈A

µα ∈ P̂ (
∏

α∈AXα)

(êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìåð µα ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Yα ⊂ Xα, α ∈ A, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ( ⊗
α∈A

µα)(
∏

α∈A Yα) =∏
α∈A µα(Yα).

Çàìå÷àíèå 2.23. Ïðåäëîæåíèå 2.21 íåâåðíî, åñëè èíäåêñíîå ìíîæåñòâî A íåñ÷åòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàæäàÿ ìåðà µα ∈ Xα, α ∈ A, èìååò íåêîìïàêòíûé íîñèòåëü

suppcXα
(µα)∩Xα, òî, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ìåðà ( ⊗

α∈A
µα)(K) ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà

K ⊂
∏

α∈AXα ⊂
∏

α∈A cXα ðàâíà íóëþ.

Äëÿ êàæäîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâàX ïîëîæèì δX : X → P̂ (X) � îòîáðàæåíèå,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå x ∈ X ìåðó Äèðàêà δ(x), ñîñðåäîòî÷åííóþ â

òî÷êå x.

Èç òåîðåìû 1.14 ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.24. Ñåìåéñòâî δ = {δX} îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå òîæäåñòâåííîãî

ôóíêòîðà Id : T ych→ T ych â ôóíêòîð P̂ : T ych→ T ych, ïðè÷åì êàæäàÿ êîìïîíåíòà

δX : X → P̂ (X) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.15 äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2.25. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò ïëîòíîñòü òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å.

d(P̂ (X)) = d(X) äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.
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Èç óòâåðæäåíèé 1.16�1.22, à òàêæå èç ëåììû 2.17 ñëåäóþò

Òåîðåìà 2.26. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò âåñ òèõîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å. w(P̂ (X)) =

w(X) äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Òåîðåìà 2.27. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò êëàññ ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.28. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò ïîëíûå ïî ×åõó ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 2.29. Åñëè A � áýðîâñêîå ïîäìíîæåñòâî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà

X, òî ôóíêöèÿ χ̂A : P̂ (X) → [0, 1], ãäå χ̂A(µ) = µ(A), µ ∈ P̂ (X), ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé

îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû áýðîâñêèõ ïîäìíîæåñòâ P̂ (X).

Òåîðåìà 2.30. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò áýðîâñêèå ïîäìíîæåñòâà. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî

îðäèíàëà ξ, åñëè A ∈ Mξ(X), òî P̂ (A) ∈ Mξ(P̂ (X)); äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî îðäèíàëà α,

åñëè A ∈ Fα(X), òî P̂ (A) ∈ Fα(P̂ (X)).

Èç òåîðåì 2.2 è 2.27 ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.31. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò êëàññ p-ïàðàêîìïàêòîâ.

Òåîðåìà 2.32. Ôóíêòîð P̂ ñîõðàíÿåò ïðîåêòèâíûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêèõ êîì-

ïàêòîâ. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî n ≥ 0, åñëè A ∈ P2n(X), òî P̂ (A) ∈ P2n+1(P (X)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. Äëÿ n = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû

ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.30. ×åðåç exp(X) îáîçíà÷àåòñÿ ãèïåðïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ çàìêíó-

òûõ ïîäìíîæåñòâ X, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé Âèåòîðèñà.

Òåïåðü ïóñòü n ≥ 1 è A ∈ P2n(X). Òîãäà P̂ (A) = {µ ∈ P (X) | µ∗(A) = 1} =

{µ ∈ P (X) | äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ A, ÷òî µ(K) ≥ 1 −
1
m
} =

⋂∞
m=1 pr1(Em), ãäå Em = {(µ,K) ∈ P (X) × exp(X) | K ⊂ A è µ(K) ≥ 1 − 1

m
} è

pr1 : P (X) × exp(X) → P (X) � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Ïîëîæèì exp(A) =

{C ∈ exp(X) | C ⊂ A}. Â [13] äîêàçàíî, ÷òî exp(A) ∈ P2n(exp(X)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

m ∈ N Em = R(1 − 1
m

) ∩ (P (X) × exp(A)). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî R(1 − 1
m

) ⊂ P (X) ×
exp(X) � çàìêíóòî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.22), òî Em ∈ P2n(P (X) × exp(X)).

Ñëåäîâàòåëüíî, pr1(Em) ∈ P2n+1(P (X)) è P̂ (A) =
⋂∞

m=1 pr1(Em) ∈ P2n+1(P (X)) [12, �38,

III, Òåîðåìà 3].

Çàìå÷àíèå 2.33. Åñëè A � àíàëèòè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà X, òîãäà P̂ (A) ∈
P4(P (X)). Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.23 è ðàâåíñòâà P̂ (A) = Pτ (A), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ðåçóëüòàòîì òîãî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ èçìåðèìû

îòíîñèòåëüíî ëþáîé ìåðû.
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